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Аннотация. Для линейной стационарной динамической системы с малым пара-
метром при производной от функции состояния системы исследуется поведение
функций управления и состояния при стремлении параметра к нулю. Форму-
лируются полные условия равномерного стремления функций управления и со-
стояния исходной системы к функциям управления и состояния предельной си-
стемы, а также условие наблюдения явления погранслоя вблизи краевых точек
отрезка времени.
Ключевые слова: система управления; малый параметр; равномерное стремле-
ние; сингулярное возмущение; явление погранслоя

Введение

Рассматривается полностью управляемая динамическая система с малым парамет-
ром при производной от функции состояния:

εẋ(t, ε) = Bx(t, ε) +Du(t, ε) (1)

на отрезке [0, T ] с условиями

x(0, ε) = x0, x(T, ε) = xT , (2)

где x(t, ε) ∈ Rn, u(t, ε) ∈ Rm ; B и D — матрицы соответствующих размеров;
x0, xT — произвольно заданные элементы из Rn, ε ∈ (0, ε0).

Для допредельного уравнения (1) предельным ( ε = 0 ) является уравнение :

0 = Bx(t) +Du(t). (3)

Решение x(t) уравнения (3) при любом u(t) не может, вообще говоря, удовлетворить
условиям (2) в полном объеме. Но поскольку система (1) полностью управляема, то
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x(t) может удовлетворить некоторой "части" этих условий, в этом случае система (1)
является сингулярно возмущенной.

Всего возможны следующие случаи поведения решения x(t, ε) при ε → 0.

a) x(t, ε) равномерно на [0, T ] стремится при ε → 0 к некоторому решению x(t)

предельного уравнения (3);
б) x(t, ε) отличается от решения предельного уравнения на функцию погранслоя

вблизи точек t = 0 и t = T ;
в) другие случаи, в том числе ̸ ∃ limx(t, ε) при ε → 0, или ||x(t, ε)|| → ∞.

В случае а) соответствующая динамическая система малочувствительна к возмуще-
нию ε, груба, робастна.

Свойство б) означает:
1) x(t, ε) равномерно стремится к x(t) при ε → 0 на любом отрезке [t

′
, t

′′
], при-

надлежащем интервалу (0, T );

2) x(t, ε) ⇏ x(t) при ε → 0 на [0, T ], то есть или не стремится x(t, ε) к x(t), или
стремится, но неравномерно на всём отрезке [0, T ]. То есть вблизи моментов t = 0 и
t = T (в погранслое) x(t, ε) достаточно сильно отличается от x(t).

В случае б) в задаче наблюдается явление погранслоя, задача является сингулярно
возмущённой.

Случаи в) крайне нежелательны, на практике они ведут к разрушению реальной
динамической системы.

В связи с этим в данной работе
— формулируются свойства коэффициентов B и D, необходимые и достаточные

для равномерного стремления на [0, T ] вектор-функций x(t, ε) и u(t, ε) к x(t) и u(t)

при ε → 0 ;
— определяется максимальная "часть" условий (3), выполняемых вектор–

функцией x(t) при отсутствии свойств B и D, обозначенных выше;
— для любого решения x(t) предельного уравнения (3), удовлетворяющего соответ-

ствующей "части" условий (2), утверждается существование управляющей функции
u(t, ε) для системы (1), при подстановке которой в (1), решение x(t, ε) удoвлетворяет
условиям (2) и обладает свойством:

x(t, ε) = x(t) + v(t, ε),

где v(t, ε) — функция погранслоя вблизи точек t = 0 и t = T.

Для исследований используются следующие свойства конечномерного оператора:
если C : Rs → Rl, то имеют место разложения Rs и Rl в прямые суммы

Rs = CoimC+̇KerC, Rl = ImC+̇CokerC, (4)

где Ker C − ядро, нуль-пространство C ; Im C − образ, множество значений C,

Coker C — дефектное подпространство, Coim C − прямое дополнение к Ker C в Rs.

Вводятся обозначения: P (C) и Q(C) − проекторы на Ker C и Coker C соот-
ветственно, отвечающие этим разложениям; C̃ − сужение C на Coim C, C− =
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C̃−1
(
I −Q(C)

)
− полуобратное отображение, I − тождественное отображение в со-

ответствующем пространстве, далее это единичная матрица. При этом P (C) = I−C−C

и Q(C) = I − CC−.

Отображение C называют сюръективным, если его множество значений совпадает
с Rl, то есть если Q(C) = 0.

Предельное уравнение (3) с помощью разложений (4) с C = D расщепляется на
уравнения в подпространствах Coker D и Coim D соответственно:{

Q(D)Bx̄(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ],

ū(t) = −D−Bx̄(t) + z̄(t), ∀z̄(t) ∈ KerD.
(5)

Первое равенство в этой системе при t=0 не может выполняться длялюбых x0, xT ∈Rn,

если Q(D)B ̸= 0.

1. Случай Q(D)B = 0

Для любой вектор-фукнции x̄(t) (в том числе и для удовлетворяющей условиям (2))
существует вектор-функция ū(t), такая, что выполняется равенство (3). Её можно по-
строить по второй формуле в (5). То есть справедлива

Лемма 1. Существует ū(t), при котором решение x̄(t) уравнения (3) обладает
свойством

x̄(0) = x0, x̄(T ) = xT , ∀x0, xT ∈ Rn

в том и только том случае, когда Q(D)B=0, то есть либо D— сюръекция (Q(D)=0),

либо Im B ⊆ Im D.

2. Случай Q(D)B = 0, Q(D) ̸= 0

Случай Q(D)B = 0, Q(D) ̸= 0 невозможен, иначе допредельная система (1) была бы
неуправляемой.

3. Случай сюръективного D

Допредельное уравнение (1) в случае сюръективного D для любого x(t, ε) имеет
решение u(t, ε) :

u(t, ε) = D−(εẋ(t, ε)−Bx(t, ε)
)
+ z(t, ε), ∀z(t, ε) ∈ KerD.

Положим x(t, ε) ≡ x̄(t), z(t, ε) ≡ z̄(t), тогда u(t, ε) ⇒ ū(t), ε → 0, t ∈ [0, T ].

Теорема 1. Случай a) поведения x(t, ε) при ε → 0 имеет место тогда и только
тогда, когда D — сюръекция. При выполнении этого условия для любой функции со-
стояния x̄(t) ∈ C1([0, T ] → Rn) предельной системы (3) с условиями (2) существует
управляющая функция u(t, ε) допредельной системы (1) такая, что

x(t, ε) ≡ x̄(t)

и
u(t, ε) ⇒ ū(t), ε → 0, t ∈ [0, T ].
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Например, если

u(t, ε) =
1

T
D−

(
ε(−x0 + xT )−B

(
(T − t)x0 + txT

))
,

то
x(t, ε) =

T − t

T
x0 +

t

T
xT = x̄(t)

и
u(t, ε) ⇒ ū(t) = − 1

T
D−B

(
(T − t)x0 + txT

)
.

4. Случай Q(D)B ̸= 0

Для исследования системы (1) применяется метод каскадной декомпозиции [1–2], для
чего вводятся в рассмотрение операторы

B0 = B, D0 = D, Bj = Q(Dj−1)Bj−1Q(Dj−1), Dj = Q(Dj−1)Bj−1

(
I −Q(Dj−1)

)
,

где Q(Dj−1) и P (Dj−1) — проекторы на Coker Dj−1 и Ker Dj−1, соответственно, от-
вечающие разложениям

ImDj−2 = CoimDj−1+̇KerDj−1, CokerDj−2 = ImDj−1+̇CokerDj−1, j = 1, 2 ... .

Поскольку система (1) полностью управляемая, то ∃p ∈ N такое, что Q(Dp) ≡ 0,

тогда Coker Dp−1 = Im Dp и

Rn = ImD+̇ImD1+̇ . . . +̇ImDp−1+̇ImDp.

Схожие разложения пространства Rn на прямые суммы подпространств получены дру-
гими методами в [3].

Функция состояния x̄(t) предельной системы (3) может удовлетворить лишь
"части" условий (2), принадлежащих подпространству ImDp :

x̄(0) = Q(Dj−1)x0, x̄(t) = Q(Dj−1)xT . (6)

Лемма 2. Из полной управляемости системы (1) следует существование x̄(t) и
ū(t), удовлетворяющих равенству (3) и условиям (6), ∀x0, xT ∈ Rn.

Теорема 2. Если Q(D)B ̸= 0, то для произвольной непрерывной управляющей
функции ū(t) предельной системы (3) существует управляющая функция u(t, ε) пол-
ностью управляемой системы (1) с условиями (2), под воздействием которой функ-
ция состояния x(t, ε) системы (1), (2) имеет вид

x(t, ε) = x(t) + v(t, ε),

где x̄(t) — состояние предельной системы (3), соответствующее управляющей функ-
ции ū(t). При этом

u(t, ε) = u(t) + w(t, ε)

и каждая из функций v(t, ε), w(t, ε) является функцией погранслоя вблизи точек t = 0
и t = T.
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Abstract. The behavior of the control-functions and the state-functions (as the
parameter tends to zero) for a linear stationary dynamical system with a small
parameter at the system’s state functions derivative is studied. Complete conditions
are formulated for the uniform aspiration of the control functions and the state of
the initial system to the control functions and the state of the limiting system are
formulated. A conditions at which the boundary layer phenomena near the edge
points of the time interval appears are also formulated.
Keywords: control system; small parameter; uniform tendention; singular
disturbance; the boundary layer phenomenon
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